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Filas Markovianas em Equilibrio

As equacoes de equilibrio valem ndo somente para processos de nascimento € morte; valem
também para processos markovianos em geral.

Exemplo A2
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10-Feb-13 Modelagem e Analise Prof. Motoyama 2



Sistema de Fila com Chegadas em Lotes (Bulk)

Suposigoes:
a) Os pacotes tém comprimentos aleatorios.
b) Sistema com um servidor
c) Pacotes chegam em lotes de tamanho aleatorio
Sejam
g. = Pr {lote de tamanho 1}
A = taxa de chegada dos lotes
1 = taxa de partida dos pacotes

k = nimero de pacotes no sistema

Diagrama de transi¢ao de estado
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Equacgodes de Equilibrio
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Resolucao por Transformada Z

/1+/L)ZZkP AN kip S pok

Z k=1 k=1 i=0
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Resolucao (cont.)

oo k-1 oo o
ﬂ’zzgk—i})izk — ﬂ'z})izi ng—izk_i
i=0

k=1 i=0 k=i+1
o0 o0
— ) J . .
—/’LEPZ.ZEng ,k—i=
i=0 j=1

Definindo

G(z) = Zgjzj
j=1

Se, g, =0, ndo ha lote com tamanho zero
g,> 0, halote,
Portanto,

(A+u)[P(z)—P, ] = f[P(z) — Py —zP, ] + AP(z)G(z)

r=%p

L H
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Resolucao (cont.)

Separando P(z)

P22+ i) =2 = AG(2)] = B[~ 2~ A+ 2+ ] = Pou[tl]
PO,U[Z_I]
P(z)= z

(A+u)z—u—AzG(z)

Rul(z—1)] ou
u(z—1)+Az/1—-G(z)]

hul(l—z)]
wu(l—z)—Az/1—-G(z)]

P(z)=

P(z)=
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Resolucao (cont.)

Utilizando a propriedade da transformada z, para z=1 = P(z=1)=1.
Mas, neste caso P(1) = 0/0, uma indeterminacao.

Aplicando L’Hospital
P (-1
P(z) = HE( ’)
p(=1) =[A4 = (AzG'(2) + AG(2))]
- pb,
1=P'(1) = G(l)=1
M —u+A-A+2G'(1) M
pFy = u—AG'(1)
A
F,=1-—G'(])
U
Definicao
ﬂ ! 4
P=;G(l) , G'(1) = E{g;}
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Resolucgao (cont.)

uf1—pj[(1—z)] A . ,
, =G (1), G(1)=E{g,
wu(l—z)—Az[1-G(z)] P 1 (L. G(1)=E{g,}

P(z)=

Estudo de caso: Lotes de mesmo tamanho

A
gk

r k
1 k=r
Sk = 0O k=#r

G(z) = igkzk = sz =z
k=1

k=1
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Resolucao (cont.)

Exemplo 1: O lote tem tamanho = 4 pacotes. Calcular o nimero meédio de pacotes € o
tempo médio de espera.

Solucio:
ey M(1=p)(1-2)
u(l—z)—Az[1—-G(z)]
G(z)==z"
ey HA=p)(A-z2)
wu(l—z)—Az[1—-z%]
_ H(l—p)(1-z)
,u(l—z)—ﬂ,z(l—zzyl+zz)
_ H(l—p)(1-z)
,u(l—z)—ﬂz(l—z)(l+z))(1+zz)
u(l1—p)
P(z)= ,u—ﬂ,z(l—l—z))(l—l—zz)
p=G() L G)=Elg;

média do comprimento dos lotes
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Resolucgao (cont.)

y)
G'(1) = 4 — p=a=
L

pyt1=—p p=AA iedade da transf
,Ll_4ﬂ., /Ll_4ﬂ., alsazaproprle adc da transl. Z

Numero médio de pacotes

—u(1— P [ A(Q +2z+ 3z +4=z>)]

£(z) = (4t — A(z+z° +z° +=z)]
Pr(1) — 1041 —p) 10A(t—4A4)
(=4 (u—4ay?
104
P'(1) = a4 = FE {k}
EiTy — Eiky  E{k}y 5

AG'(1) 44  2(u—4)

AG’(1) = taxa média de chegada dos pacotes
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Exemplo 2

Parar =1 teremos o caso de uma fila M/M/1
G(z)=1z7" —> G(z)=z

IHee(l— =)

CE =T Ao — A= [l — G
_ e —=z)
(1 —=z) — Az[1 — =]

Y2 1%

P(Z)_,Lz—/lz_l—m

PO
PO =1"2=1. B =1-p
— P, (—
P = FE R
, Ly Y =
S I o R
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