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Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 3Vari�avel Aleat�oria de BernoulliModela processos com duas possibilidades.Por exemplo: probabilidade de um dado circuito estar li-vre ou ocupado.PrfX = 1g = p > 0 ; PrfX = 0g = 1� p = qEfXg = Esperan�ca Matem�atica ou Valor M�edio Es-perado ou M�edia ou Momento de Primeira Ordem.Nota�c~ao Alternativa: EfXg = �xEfXg 4= Xk k PrfX = kg = 1p+ 0(1� p) = p
EfX2g 4= Xk k2PrfX = kg = 1p + 0(1� p) = p�2X = Variânciaou Momento Centrado de Segunda Ordem.�2X 4= +1Xk=0(k � �x)2 PrfX = kg = EfX2g � EfXg2

�2X = p(1� p) = pq



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 4Transformada Z�E um instrumento matem�atico bastante e�ciente no trata-mento de Vari�aveis Aleat�orias Discretas, como por exem-plo: Bernoulli, Binomial, Geom�etrica, Poisson, Erlang.Nota�c~ao:� Letras Mai�usculas denotam Vari�aveis Aleat�orias:X; Y; Z;W; � � �� Letras Min�usculas denotam valores amostrais:x; y; z; w; � � �Seja X uma Vari�avel Aleat�oria Discreta.PrfX = kg 4= pk � 0 ; k = 0; 1; 2; : : : ; +1Xk=0 pk = 1De�ne-se sua transformada Z comoGX(z) 4= +1Xk=0 zkpk = EfzXg



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 5Propriedades de GX(z)Propriedade GX(1) = +1Xk=0 pk = 1Usada para testar eventuais erros nas express~oes das trans-formadas Z de distribui�c~oes de probabilidade.PropriedadeddzGX(z) = +1Xk=1 kzk�1pk = +1Xk=0 kzk�1pkddzGX(z)�������z=1 = +1Xk=0 kpk = EfXg
G(1)X (1) = EfXgUsada, como m�etodo alternativo �a de�ni�c~ao, parac�alculo da Esperan�ca Matem�atica.



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 6Propriedaded2dz2GX(z) = +1Xk=2 zk�2k(k � 1)pk
G(2)X (1) = +1Xk=0 k(k � 1)pk = +1Xk=0 k2pk � +1Xk=0 kpk

G(2)X (1) = EfX2g � EfXg
�2X = EfX2g � EfXg2

�2X = G(2)X (1) +G(1)X (1) "1�G(1)X (1)#Note que a Variância foi obtida a partir da transfor-mada Z da vari�avel aleat�oria X .



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 7Vari�avel Aleat�oria de BernoulliPrfX = 1g = p > 0 ; PrfX = 0g = 1� p = q
GX(z) = +1Xk=0 zkpk = (1� p) + zp = q + zp

GX(z) = q + zp
Note queGX(1) = q + p = 1 ; G(1)X (1) = p ; G(2)X (1) = 0Portanto,EfXg = p ; EfX2g = p ; �2X = pq



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 8PropriedadeA expans~ao de GX(z) em s�erie de Taylor produzGX(z) = GX(z0)+G(1)X (z0)(z�z0)+12G(2)X (z0)(z�z0)2+� � �Para z0 = 0, na forma compacta, tem-se
GX(z) = +1Xk=0 zk G(k)X (0)k!Portanto, expandindo GX(z) em s�erie de Taylor,obtêm-se os pk's

GX(z) = +1Xk=0 zk pk ; pk = G(k)X (0)k!Note que, no caso de Bernoulli,GX(z) = q + zp =) p0 = q ; p1 = p



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 9PropriedadeSejamX e Y vari�aveis aleat�orias discretas e independentes,isto �ePrfX = x ;Y = yg = PrfX = xgPrfY = ygimplicando para quaisquer f(�); g(�)Eff(X)g(Y )g = Eff(X)gEfg(Y )gConsidere a vari�avel aleat�oria W = X + Y , ent~aoGW (z) = EfzWg = Efz(X+Y )g = EfzXgEfzY g
GW (z) = GX(z)GY (z)

A transformada Z da soma de vari�aveis aleat�orias inde-pendentes �e o produto das transformadas Z.Este resultado permite uma abordagem simples (alternati-va ao processo de contagem) para a de�ni�c~ao da vari�avelaleat�oria binomial.



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 10Vari�avel Aleat�oria BinomialConsidere X1; X2; : : :Xn vari�aveis aleat�orias de Bernoulli,independentes e com a mesma distribui�c~ao de probabi-lidadePrfXi = 1g = p ; PrfXi = 0g = 1�p = q ; i = 1 � � �nDe�nindo Y = X1 +X2 + � � � +XnQual �e o valor de PrfY = kg = pk = ?Ou seja, qual a probabilidade de ocorrerem k acertos em ntestes ?No contexto telefônico, qual a probabilidade de k telefonesestarem ligados num conjunto de n ?Calculando GY (z) = GX1(z) � � �GXn(z) = (q + zp)nExpandindo o binômio de Newton, tem-se
(q + zp)n = nXk=0 0BB@ nk 1CCA (zp)kq(n�k)
GY (z) = nXk=0 zk 2664 n!k!(n� k)!pkq(n�k)3775| {z }pk



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 11Portanto, para uma Vari�avel Aleat�oria BinomialPrfY = kg = pk = n!k!(n� k)!pkq(n�k)
Num processo de contagem:� 0BB@ nk 1CCA �e o n�umero de combina�c~oes poss��veis dek acertos em n testes;� pk �e a probabilidade de uma determinadacombina�c~ao de k acertos;� q(n�k) �e a probabilidade dos n� k restantesn~ao-acertos.



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 12Para uma Vari�avel Aleat�oria BinomialGY (z) = (q + zp)n
G(1)Y (z) = n (q + zp)(n�1) p������z=1 = np = �y

G(2)Y (z) = n(n� 1) (q + zp)(n�2) p2������z=1 = n2p2 � np2
�2Y = n2p2 � np2 + np� n2p2 = npq

�y = np ; �2Y = npqNote que para n vari�aveis aleat�orias independentes:� A m�edia da soma �e a soma das m�edias� A variância da soma �e a soma das variâncias



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 13Limite de uma binomialnp = �� = constante ; n! +1 =) p! 0
� = np� = taxa m�ediaPSfrag replacements
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c
 p02 PrfY = kg = n!k!(n� k)!pk(1� p)(n�k)

PrfY = kg = n!k!(n� k)! (��)knk 0B@1� ��n 1CA(n�k)
(1� p)(n�k) = 0B@1� ��n 1CA(n�k) n! +1 exp(���)
n!(n� k)! 1nk = nn (n� 1)n : : : (n� k + 1)n n! +1 1



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 14Portanto o Limite de uma binomial �e uma PoissonPrfY = kg = n!k!(n� k)!pk(1� p)(n�k)
limn!+1 PrfY = kg = (��)kk! exp(���)Note que �y = np = �� = m�edia

�2Y = npq = n��n 0B@1� ��n 1CA n! +1 �� = variância
M�edia = Variância = ��
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Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 16Vari�avel Aleat�oria de PoissonPrfY = kg = (��)kk! exp(���)
GY (z) = +1Xk=0 (z��)kk! exp(���) = exp(���) exp(z��)

GY (z) = exp [��(z � 1)]Note que GY (1) = 1.G(1)Y (z) = exp [��(z � 1)]�� ������z=1 = ��
G(2)Y (z) = exp [��(z � 1)] (��)2 ������z=1 = (��)2Portanto, �y = ���2Y = (��)2 + �� [1� ��] = ��

M�edia = Variância = ��



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 17A soma de vari�aveis aleat�orias poissonianas indepen-dentes �e poissoniana.Considere a vari�avel aleat�oria Y = Y1 + Y2GY (z) = Efz(Y1+Y2)g = EfzY1gEfzY2g = GY1(z)GY2(z)
GY (z) = exp [�1�(z � 1)] exp [�2�(z � 1)]

GY (z) = exp [(�1 + �2)�(z � 1)]
Assim � = �1 + �2

PrfY = kg = (��)kk! exp(���)



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 18Uma das caracter��sticas marcantes da Poisson �e que aocorrências de eventos simultâneos tem probabilidadenula. PrfY = kg = (��)kk! exp(���)Analisando para � = �t ! 0, e retendo os termos deprimeira ordem na s�erie de TaylorNote que exp(���t) = +1Xk=0 (���t)kk!PrfY = 0g = 1� ��t ; PrfY = 1g = ��t
PrfY � 2g = 0Para �t in�nitesimal, h�a apenas� uma ocorrência com probabilidade ��t,� ou nenhuma ocorrência com probabilidade 1� ��t.Em outras palavras:Em processos poissonianos n~ao h�a ocorrênciassimultâneas.



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 19Poisson Axiom�atica PSfrag replacementst
t�t

�1 �2c
 p05 Postulado 1: Para �t in�nitesimal,P1(�t) = ��t ; P0(�t) = 1� ��tNote que P1(�t) + P0(�t) = 1, ondeP1(�t) 4= PrfY = 1g ; P0(�t) 4= PrfY = 0g
Postulado 2: As ocorrências em �1 s~ao independentesdas ocorrências em �2.Prfm em �1;n em �2g = Pm(�1)Pn(�2)



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 20Determina�c~ao da lei que satisfaz os axiomasP0(t + �t) = Prf0 em t ; 0 em �tg = P0(t)P0(�t)P0(t +�t) = P0(t) [1� ��t]Tomando o limite quando �t! 0, obt�em-sedP0(t)dt = ��P0(t) ; com P0(0) = 1cuja solu�c~ao �e P0(t) = exp(��t).Repetindo para k = 1, tem-seP1(t +�t) = P1(t)P0(�t) + P0(t)P1(�t)P1(t +�t) = P1(t) [1� ��t] + P0(t)��tTomando o limite quando �t! 0, obt�em-sedP1(t)dt = ��P1(t) + �P0(t)Substituindo P0(t), tem-sedP1(t)dt = ��P1(t) + � exp(��t)cuja solu�c~ao �e P1(t) = �t exp(��t)Para k gen�erico, obt�em-se
Pk(t) = (�t)kk! exp(��t)



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 21A Dual de Poisson �e Exponencial NegativaSeja Y uma vari�avel aleat�oria discreta de Poisson repre-sentando o n�umero de ocorrências num dado intervalo deobserva�c~ao.Qual a distribui�c~ao da vari�avel aleat�oria T que representao tempo entre ocorrências sucessivas ?PSfrag replacementstTc
 p06 Nota�c~ao: FT (t) 4= PrfT � tg �e a fun�c~ao distribui�c~ao deprobabilidade, cuja derivada �e a fun�c~ao densidade de pro-babilidade, denotada por pT (t).PrfT > tg = PrfY = 0 em tg probabilidade de n~aohaver ocorrência num intervalo de dura�c~ao t
PrfT > tg = (�t)00! exp(��t) = exp(��t)

FT (t) = 1� PrfT > tg = 1� exp(��t) ; t � 0Derivando, obtem-sepT (t) = � exp(��t) ; t � 0



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 22Densidade de Probabilidade ExponencialNegativa pT (t) = � exp(��t) ; t � 0
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Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 23Exponencial Negativa Axiom�aticaPostulado 1: T � 0 �e uma vari�avel aleat�oria cont��nua,diferenci�avel. PrfT � �g = Z �0 pT (x)dxPostulado 2: T �e Sem Mem�oria.PrfT � �g = PrfT � � + t = T > tgDetermina�c~ao da lei que satisfaz os axiomasPrfT � � + t = T > tg = PrfT � � + t ; T > tgPrfT > tgZ �0 pT (x)dx = Z t+�t pT (x)dx1� Z t0 pT (x)dxPara � ! 0+, pelo Teorema do Valor M�edio,pT (0)d� = pT (t)d�1� Z t0 pT (x)dxDe�nindo pT (0) = �, tem-se� "1� Z t0 pT (x)dx# = pT (t)



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 24Derivando, dpT (t)dt = ��pT (t) ; com pT (0) = �cuja solu�c~ao �epT (t) = � exp(��t) ; t � 0Note que PrfT > tg = exp(��t)

Seja �(t)�t a probabilidade que haja uma ocorrênciaentre t e t + �t�(t)�t = Prft < T � t +�t = T > tg = Z t+�tt pT (x)dxPrfT > tg�(t)�t = pT (t)�tPrfT > tgPara os processos com tempo exponencial negativo�(t)�t = � exp(��t)�texp(��t) = ��tA probabilidade que haja uma ocorrência entre t e t+�t�e sem mem�oria, isto �e, n~ao varia com o tempo.



Motoyama & Ivanil: Teoria de Tr�afego: Poisson 25M�edia e Variância da Exponencial NegativaTransformada de Laplace:PT (s) = L[pT (t)] = L[� exp(��t)u(t)]PT (s) = Z +10 pT (t) exp(�st)dt = �s + �Teste: PT (0) = Z +10 pT (t)dt = 1dPT (s)ds ��������s=0 = Z +10 (�t)pT (t) exp(�st)dt = �EfTg
Portanto EfTg = � ��(s + �)2 ��������s=0 = 1�

Variância �2d2PR(s)ds2 ��������s=0 = Z +10 t2pT (t) exp(�st)dt = EfT 2g
EfT 2g = d2PR(s)ds2 ��������s=0 = 2�(s + �)3 ��������s=0 = 2�2�2 = EfT 2g � EfTg2 = 1�2
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