© p02

Teoria de Trafego:

POISSON

IvANIL BONATTI

SHUSABURO MOTOYAMA

Junho - Julho de 1999



Motoyama & Ivanil: Teoria de Trafego: Poisson

Axiomatico
Bernoulli ——————=| Binomial - =
limite
Soma de n Variaveis
Dual
Exponencial

© p01 Axiomatico



Motoyama & Ivanil: Teoria de Trafego: Poisson 3

Variavel Aleatoria de Bernoulli

Modela processos com duas possibilidades.

Por exemplo: probabilidade de um dado circuito estar li-
vre ou ocupado.

Pr{X=1}=p>0: P{X=0l=1-p=g

FE{X} = Esperanca Matematica ou Valor Médio Es-
perado ou Média ou Momento de Primeira Ordem.
Notacao Alternativa: F{X} =2

E{X}é%kPr{X:k}: 1p+0(1—p)=p

B{X?) é%kQPr{X: kY =1p+0(1—p)=p

035 = Variancia
ou Momento Centrado de Segunda Ordem.

25k — 7)*Pr{X = k} = B{X?} — B{X}’

2
o
X k=0

ox =p(l —p) =pq
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Transformada 7

E um instrumento matematico bastante eficiente no trata-
mento de Varidveis Aleatorias Discretas, como por exem-
plo: Bernoulli, Binomial, Geométrica, Poisson, Erlang.

Notacao:

e [etras Maiusculas denotam Variaveis Aleatorias:

X7Y727W7"'

e [.etras Minusculas denotam valores amostrais:
r,Yy,z,w,::-:-

Seja X uma Variavel Aleatoria Discreta.

Pr{X =k} 2p,>0: k=0,1,2,... ,

I
—_

Pk

T

Define-se sua transformada Z como

Gx(z) £ ¥ 'y = E{="}
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Propriedades de Gx(2)

PROPRIEDADE

Usada para testar eventuais erros nas expressoes das trans-
formadas Z de distribuicoes de probabilidade.

PROPRIEDADE
d 00 00
L ox(z) = S kb = S kb lp,
dz k=1 k=0
4Gtz ) = k= B(X)

GY(1) = E{X}

Usada, como método alternativo a definicao, para
calculo da Esperanca Matematica.
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PROPRIEDADE

- — = k—2 —
dz2GX<Z> = k:22 k(k —1)ps

4-00 +-00 400
GP1) =% k(k—Dpr= 3 Kpr— ¥ kpy
k=0 k=0 k=0

GY(1) = B{X*} - B{X}
ok = B{X?} - B{X}?
o = GY(1) +GY(1) [1 - G

Note que a Variancia foi obtida a partir da transfor-
mada 7 da variavel aleatoria X.
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Variavel Aleatoria de Bernoulli
Pr{X=1}=p>0; P{X=0}=1—p=q

+00
Gx(2) = X 2'pp=(1—=p)+2p=q+2p

Gx(z)=q+ zp

Portanto,

E{X}=p , E{X’}=p , o%=0nq
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PROPRIEDADE

A expansao de G x(z) em série de Taylor produz

Cx(2) = Cxlan)+ ¥ (o) (z—20) 50D () (2204 -

Para zp = 0, na forma compacta, tem-se

Portanto, expandindo G'x(z) em série de Taylor,
obtem-se os p;’s

(k)
+00 G O
Gx(2) = /Eo Koo pr= )(]:C,( )

Note que, no caso de Bernoull,

Gx(2)=q+2p = Dpo=q , p1=0p
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PROPRIEDADE
Sejam X e Y variaveis aleatorias discretas e independentes,
isto €

Pr{X =2:;Y =y} = Pr{X =z}Pr{Y =y}

implicando para quaisquer f(-), g(*)

E{f(X)g(Y)} = E{/(X)}E{g(Y)}

Considere a variavel aleatoria W = X + Y, entao

Gy (z) = B{"} = B{z"} = Bz} B{2"}

Gw(z) = Gx(2)Gy(z)

A transformada Z da soma de variaveis aleatorias inde-
pendentes é o produto das transformadas Z.

Este resultado permite uma abordagem simples (alternati-
va ao processo de contagem) para a definicao da variavel
aleatéria binomial.
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Variavel Aleatéria Binomial

Considere X7, Xo, ... X, variaveis aleatorias de Bernoulli,
independentes e com a mesma distribuicao de probabi-

lidade
Pr{X;,=1}=p, Pr{X;=0}=1-p=q , t=1--'n

Definindo Y =X;+ Xo+---+ X,
Qual é o valor de Pr{Y =k} =p, =7

Ou seja, qual a probabilidade de ocorrerem k acertos em n
testes 7

No contexto telefonico, qual a probabilidade de k telefones
estarem ligados num conjunto de n 7

Calculando Gy (z) = Gx,(2)---Gx,(2) = (¢ + 2p)"

Expandindo o binomio de Newton, tem-se

no_ nopn k_(n—k)
areanr = £ (1] o

n! k (n—k)
klin — k)P 1 ]

Pk
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Portanto, para uma Variavel Aleatéria Binomial

n!

klln — k)

Pr{Y =k} =p; = (n=Fk)

'

Num processo de contagem:

n / ’ . ~ , .
o é o numero de combinacoes possiveis de

k

k acertos em n testes;

e p* ¢ a probabilidade de uma determinada
combinacao de k acertos;

(=F) ¢ a probabilidade dos n — k restantes

nao-acertos.

®q
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Para uma Variavel Aleatoria Binomial

Gy(z) = (¢ + 2p)"

GH(z)=n (g+2p)" Vp

— n2p? — np?

z=1

Gy(2) =n(n—1) (g+2p)" 7 p*

052/ — n2p2 — np2 + np — n2p2 = npq

y=np , 0y =npq

Note que para n variaveis aleatorias independentes:
e A média da soma ¢ a soma das médias

e A variancia da soma ¢é a soma das variancias
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Limite de uma binomial

np = A0 = constante ; n—>+o0o — p—0
A= % = taxa meédia
20 "]
] |
t
B .
0
n!
Pr{Y =k} = (1 — p)ln=h
r{ f IE—nT (1—p)
nl (AQ)F YA
Pr{Y =k} = 1 — —
"t ; kl(n —k)! nk ( n)
\0 (n—k)
(1-p) = (1 — ) - exp(—X0)
" n — +0o0
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Portanto o Limite de uma binomial é uma Poisson

)(n—k)

n!

PriY =k} = i - k)!pk(l P

lim Pr{Y =k} = (A0)"

n—+00 k!

exp(—A0)
Note que

y=np =\ = média

— A0 = variancia
n — +0o0

Média = Variancia = \@
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Variavel Aleatoria de Poisson

Pr{Y =k} = O\]j)k exp(—\0)
Gy(z) = ZE%Z <22|9)k exp(—A0) = exp(—A0) exp(zA0)

Gy (z) = exp Mz — 1)
Note que Gy (1) = 1.

= \0

z=1

GP(2) = exp [MN(z — 1)] A0

GY(2) = exp [M(z — 1)] (A0)?

Portanto,

y= A0

oy = (M) + X[l — \0] = \O

Média = Variancia = \0
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A soma de variaveis aleatorias poissonianas indepen-
dentes ¢ poissoniana.

Considere a variavel aleatéoria Y = Y7 + Y5

Gy (2) = B{=09) = B2"}B{2") = Gy, ()G (2)
Gy (2) = exp [\b(z — 1)] exp [Aof(= — 1)}
Gy (2) = exp [(M + A)B(z — 1)]
Assim A=A+ Ay

(A6)"

Pr{V =k} = 0

exp(—A0)
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Uma das caracteristicas marcantes da Poisson é que a
ocorrencias de eventos simultaneos tem probabilidade
nula.

(A0)*
K

Pr{Y =k} = exp(—A0)

Analisando para 6§ = At — 0, e retendo os termos de
primeira ordem na série de Taylor

0o (—AAL)F
Note que exp(—AAt) = ZZO ( );C‘ ‘)

Pr{Y =0} =1—- XAt , Pr{Y =1} = )At

Pr{Y >2} =0

Para At infinitesimal, ha apenas
e uma ocorrencia com probabilidade AAt,
e ou nenhuma ocorrencia com probabilidade 1 — AA€.

Em outras palavras:

Em processos poissonianos nao ha ocorréncias
simultaneas.
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Poisson Axiomatica

Postulado 1: Para At infinitesimal,

- By(At) =1 — A\At
Note que Pi(At) + Py(At) = 1, onde

PiAY) 2 Pr{Y =1} : Py(At) 2 Pr{Y =0}

Postulado 2: As ocorrencias em 6; sao independentes
das ocorrencias em 6.

Pr{m em 0y;n em 0} = P,,(61)P,(05)
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Determinacao da lei que satisfaz os axiomas

Py(t + At) = By(t) [1 — AAL]
Tomando o limite quando At — 0, obtém-se
dPy(t)

dt
cuja solugao é Py(t) = exp(—At).

= —)\P()(t) ,  coIm P()(O) =1
Repetindo para k£ = 1, tem-se

Pi(t + At) = Py(t)Py(At) + Py(t) Pi(At)

Pi(t+ At) = Pi(t)[1 — MAt] + Py(t)AAL

Tomando o limite quando At — 0, obtém-se

dPy(t
d1t< ) = —APi(t) + A\Py(t)
Substituindo Py(t), tem-se
dPy(t
d1t< ) = —APi(t) + Aexp(—At)

cuja solugao é Py(t) = At exp(—At)
Para k genérico, obtém-se

(At)*

Pi(t) = I

exp(—At)
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A Dual de Poisson é Exponencial Negativa

Seja Y uma variavel aleatoria discreta de Poisson repre-
sentando o nimero de ocorrencias num dado intervalo de
observacao.

Qual a distribuicao da variavel aleatoria T' que representa
o tempo entre ocorrencias sucessivas ?

A

t

Notacao: Fp(t) 2 Pr{T < t} ¢é a funcao distribuicao de
probabilidade, cuja derivada é a funcao densidade de pro-
babilidade, denotada por pp(t).

Pr{T" > t} = Pr{Y = 0 em t} probabilidade de nao

haver ocorrencia num intervalo de duracao ¢

Pr{T > t} = “Ot!)o exp(— ) = exp(—At)

Fr(t)=1—-Pr{T >t} =1—exp(=At) ; t>0

Derivando, obtem-se

pr(t) = Aexp(=At) ; ¢>0
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Densidade de Probabilidade Exponencial
Negativa

pr(t) = Aexp(=At) ; ¢>0

Exponencial Negativa

T

Densidade
-

0.5
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Exponencial Negativa Axiomatica

Postulado 1: 7" > 0 é uma variavel aleatoéria continua,
diferenciavel.

Pr{T <7} =[] pr(z)dz

Postulado 2: T é¢ Sem Memoria.

Pr{T <7} =P{T <7+t /T >t}

Determinacao da lei que satisfaz os axiomas
Pr{T <7+t; T >t}

P{T <7+t/T>1} = Pr{T > ]

/tt—l—T pT<.’IJ)dlC
1 — /Ot pr(x)dx

) pr(z)de =

Para 7 — 07, pelo Teorema do Valor Médio,

pT(t)dT
1 — /Ot pr(z)dx

pT<O)dT =

Definindo pp(0) = A, tem-se

A ll - pT(ZC)dQZ] = pr(t)
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dpr(t
Derivando, pr(?) = —App(t) ; com pr(0)= A

dt

cuja solucao €

pr(t) = Aexp(=At) ; ¢>0

Note que  Pr{T >t} = exp(—At)

Seja  ((t)At a probabilidade que haja uma ocorréncia
entre t e t + At

BOAt=Pr{t <T<t+At /)T >t} = /f;rET>2§Zx
_ pr(t)At
Bt)At = BT > 1)

Para os processos com tempo exponencial negativo
Aexp(—At)At

TOINE

exp(—At)

A probabilidade que haja uma ocorréncia entre t e t+At
é sem memoria, isto ¢, nao varia com o tempo.

= \At
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Meédia e Variancia da Exponencial Negativa
Transformada de Laplace:
Pr(s) = Llpr(t)] = L{pexp(—put)u(?)]

.
S+ W

Pr(s) = |7 pr(t) exp(—st)dt =

Teste: Pr(0) = [ pr(t)dt = 1

dPT<S> [t o0 .
s b (=t)pr(t) exp(—st)dt = —E{T'}
Portanto  E{T} —H 1
ortanto = — = _
(S —I— /’1‘)2 s=0 lu‘
Variancia o2
d2PR(S> o0
2 7 2pr(t) exp(—st)dt = E{T*}
B d82 s=0 - (S -+ ,LL)S s=0 o
1

o’ = B{T*} — E{T}* = "
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- Sem eventos simultaneos
- Intervalos independentes

Axiomatico

/\0)]“
" P = p) k) ( exp(—A0
Bernoulli ———— = | Binomial - =
limite
transformada
Dual

pr(t) = Aexp(—At) Exponencial

Axiomatico

© p08 - Continua

- Sem memoria



