Analise de Algoritmos e
Complexidade da Computacao

Ordenacao e Busca

Prof. Dr. Osvaldo Luiz de Oliveira




Diferentes reducoes, diferentes algoritmos



Ordenacao

KNUTH, D. E.. The Art of Computer Programming. Vol 3, Sorting and Searching. Reading:
Addison-Wesley, 1997, é uma “enciclopédia” sobre algoritmos de ordenagao e busca.
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Desenvolvendo o Insertion Sort

1) Interface
InsertionSort (A, n)

11) Significado
Ordena “in-loco” o vetor A de n elementos.
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Desenvolvendo o Insertion Sort
111) Reducao
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Inserir elemento A[n] na posicao dele.




Desenvolvendo o0 Insertion Sort

Comandos:

InsertionSort (A, n—1);

I:=n;

enquanto (1>2e¢ATJi]>A[i-1])

{
troca := A[i]; A[i] :=A[i—1]; A[i —1] :=troca;
=1-1

h

V) Base

Areducéo é de 1 em 1. Escolhemos base paran = 1.

Comandos (para ordenar um vetor de 1 elemento):
Nenhum comando é necessario.
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Desenvolvendo o Insertion Sort
V) O Algoritmo

Algoritmo InsertionSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{
se(n>1)
{
InsertionSort (A, n —1);
:=n;
enquanto (1>2 e AJi] i-1])
{
troca :=A[i]; Ai] :=A[i—1]; A[i—1] :=troca;
1=1-1
by
by



l[lustrando o funcionamento do Insertion Sort
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Complexidade do Insertion Sort

Algoritmo InsertionSort (A, n) T(n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1) -
{ /T(n 1)

InsertionSort (A, n —1);

/ n-1

1 :=n;

enquanto (i>2eAJ[i]>A[i-1])

{
troca ;= A[i]; Afi] :=A[i—1]; A[i—1] :=troca;
1:=1-1

}

}
bo— T(1) = 1




s
Complexidade do Insertion Sort

TnN)=T(nh-1)+n-1
T =1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).
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Desenvolvendo o Selection Sort

) Interface
SelectionSort (A, n)

11) Significado

Ordena “in-loco” o vetor A de n elementos.
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Desenvolvendo o Selection Sort

111) Reducao (selegao do maior)

RN
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Localizar o maior elemento e trocar ele de posicdo com A[n] .
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Desenvolvendo o Selection Sort

Comandos:
im := Maior (A, n); // O algoritmo Maior retorna o indice do maior.
troca := A[im]; A[im] :=A[n]; A[n] :=troca;
SelectionSort (A, n—1)

V) Base

A reducéo é de 1 em 1. Escolhemos base para n = 1.

Comandos (para ordenar um vetor de 1 elemento):
Nenhum comando é necessario.
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Desenvolvendo o Selection Sort

V) O Algoritmo

Algoritmo SelectionSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1)

{
im := Maior (A, n); // O algoritmo Maior retorna o indice do maior.
troca := A[im]; A[im] :=A[n]; A[n] :=troca;
SelectionSort (A, n—1)

by
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llustrando o funcionamento do Selection Sort

SelectionSort (A, 8)
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Complexidade do Selection Sort

T(n)
/

Algoritmo SelectionSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1) n-1
{ /
im := Maior (A, n); // O algoritmo Maior retorna o indice do maior.
troca := A[im]; A[im] :=A[n]; A[n] :=troca;
SelectionSort (A, n—1)

} ~ T(n-1)
P~ T(1) =1
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Complexidade do Selection Sort

Tn)=T(h-1)+n-1
T(1) =1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).
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Desenvolvendo o Bubble Sort

1) Interface
BubbleSort (A, n)

11) Significado

Ordena “In-loco” o vetor A de n elementos.
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Desenvolvendo o Bubble Sort

[11) Reducéao
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Desenvolvendo o Bubble Sort

Comandos:
parai:=1atéen—1faca
se (A[i] <AJi+1])
{
troca := A[i]; A[i] :=A[i+1]; A[i+1] :=troca
b

BubbleSort (A, n—-1)

V) Base

A reducéo é de 1 em 1. Escolhemos base para n = 1.

Comandos (para ordenar um vetor de 1 elemento):
Nenhum comando € necessario.
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Desenvolvendo o Bubble Sort

V) O Algoritmo
Algoritmo BubbleSort (A, n)

Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{
se(n>1)
{
parai:=1atén-1faca
se (A[i] <A[i+1])
{
troca := A[i]; A[i] :=A[i+1]; A[i+1] :=troca
¥
BubbleSort (A, n—-1)
ks

}
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l[lustrando o funcionamento do Bubble Sort
BubbleSort (A, 8)
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Complexidade do BubbleSort

T(n)

Algoritmo BubbleSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1) N
{ rd
parai:=1atén-1faca

se (A[i] <A[i+1])

{

troca := A[i]; A[i] :=A[i+1]; A[i+1] :=troca

¥

BubbleSort (A, n—-1) \

} T(n-1)

b -
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Complexidade do Bubble Sort

TnN)=T(-1)+n-1
T(1) =1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).
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Merge Sort

Ver slides em
“Design ¢ Analise de Algoritmos por indugao™.
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Desenvolvendo o Quick Sort

1) Interface
QuickSort (A, i, f)

11) Significado

Ordena “in-loco” o vetor A do indice 1 até o indice f.

Obs.: o algoritmo QuickSort foi originalmente proposto por:
HOARE, C. A. R. Quicksort, Computer Journal 5 (1), 1962 10-15.
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Desenvolvendo o Quick Sort
111) Reducao

Escolher um pivo (qualquer elemento). Elegemos A[i].

Particionar o vetor colocando os elementos menores do que o0 pivo antes dele e 0s maiores
apos ele. Seja p a posicdo do pivo apos o particionamento.
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Desenvolvendo o Quick Sort

Comandos:
p := Particédo (A, I, f, 1); // O quarto argumento indica a posicao do elemento
/[ escolhido para pivo, antes do particionamento. O
/[ algoritmo retorna a posicao p do pivo apés o
/[ particionamento.
QuickSort (A, 1, p - 1);
QuickSort (A, p+1,f)

V) Base

E caracterizada por i = f (um elemento) e i > f (zero elemento). Verificar.
Comandos (para ordenar uma faixa de vetor com 0 ou 1 elemento):
Nenhum comando € necessario.
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Desenvolvendo o Quick Sort

V) O Algoritmo

Algoritmo QuickSort (A, I, )
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ € ‘f” do vetor .
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘i’ até o indice ‘f’.
{
se(i<f)
{

p = Parti(;éio (A, i, f, I), /I O quarto argumento indica a posicdo do elemento escolhido para pivé,
/ antes do particionamento. O algoritmo retorna a posicéo p do pivd apos
/l o particionamento.

QuickSort (A, i, p - 1);
QuickSort (A, p+1,f)
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llustrando o funcionamento do Quick Sort

QuickSort (A, 1, 8)
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Complexidades do Quick Sort

Seja a quantidade de elementosn=f—-i1+1

Pior caso

Ocorre quando o pivo divide o vetor em dois subvetores, um com zero
elemento e outro com n — 1 elementos

Melhor caso

Ocorre quando o pivo escolhido divide o vetor em dois subvetores de tamanho
iguais a n/2.

Caso médio

E a média de todos os possiveis casos de posicionamento do pivo apos a
particao.
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Complexidade (pior caso)

T(n)

Algoritmo QuickSort (A, 1, )
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor .
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f".

{
se(i1<f) n-1
{ /
p := Particao (A, I, f, 1);
QuickSort (A, i, p - 1); —

QuickSort (A, p+1,f)
} \ T(n - 1), digamos.

}
\ T(1)=T(O)=1

T(0), digamos.
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Complexidade (pior caso)

Tn)=T(h-1)+n-1
T0)=1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).
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Complexidade (melhor caso)

T(n)

Algoritmo QuickSort (A, 1, )
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ ¢ ‘f” do vetor .
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘i’ até o indice ‘f’.

{

se(i<f)

{ yd
p := Particdo (A, i, f, i); T(n/2)
QuickSort (A, i, p - 1); —

QuickSort (A,p+1,f)
y \ T(n/2).

}
\ T(1)=T(O)=1
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Complexidade (melhor caso)

T(n)=2T(n/2) +n-1
T(H)=T0)=1

Resolvendo (r. r. “dividir para conquistar’):
T(n) =0 (n log n).
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Complexidade (caso médio)

Seja q a quantidade de elementos antes da posi¢ao do pivo.
T(n)

Algoritmo QuickSort (A, i, )
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor .
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f".

{

se(i<ft) n-1

{ e

p := Particdo (A, i, f, i); T(q)
QuickSort (A, i,p - 1); —
QuickSort (A, p+1,f)

} \T(n—q—l).
; \ T(1) = T(0) = 0
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Complexidade (caso médio)

— Complexidade do caso Probabilidade

0 TO)+T(h—-1)+n-1 1/n
1 T +T(h-2)+n-1 1/n
2 T2)+T(n-3)+n-1 1/n
1/n

n-3 Tn-3)+T(2)+n-1 1/n
n-2 Tn-2)+T(1)+n-1 1/n

n-1 Tn-1)+TO)+n-1 1/n
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Complexidade (caso médio)

n(n-1)+2T(0)+2TQD) +...+2T(n—-2) + 2T (n-1)
n

T(n)=

T(n)=n —1+%§T(i)

A Solucao desta relacao de recorréncia pode ser feita pelo
M¢étodo da Substituigdo (veja slides finais de “Design de
Analise de Algoritmos por Inducao”).

Solucéo: T(n) = O (n log (n)).
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Particao

1) Interface
Particao (A, i, f, p)

11) Significado
Particiona “in-loco” o vetor A tendo como pivo o elemento
da posicao p. A particado sera realizada do indice i até o
indice f, sendo que i < p <f. Retorna a posicao final do pivo.

Obs.: o algoritmo QuickSort foi originalmente proposto por:
HOARE, C. A. R. Quicksort, Computer Journal 5 (1), 1962 10-15.
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Particao
[11) Reducao
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Se A[f] > A[p], entdo A[f] esta na posicdo correta em relacdo ao pivé e o
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Particao

41601921
3 n-1 n
t f
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Se A[i] < A[p], entdo A[i] esta na posicéo correta em relacdo ao pivb e o
tamanho do problema também pode ser diminuido em 1.
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Particao

Neste caso ndo ocorre de A[i] < A[p] e de A[f] > A[p].
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Troca-se A[i] de posicdo com A[f ] (poder-se-ia diminuir o tamanho do
problema, mas nédo faremos isto nesta verséao)
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Particao

Comandos:
se (A[f]>A[p])f=f-1
sendo
se (Afi]<A[p])i=i+1
sendo {
troca := A[i]; A [i] := A[f]; A[f] := troca;
// troca o ponteiro p do pivo se o pivo for movimentado.
se(p=1)p:=fsendose(p=Ff)p:=i
by

retornar Particdo (A, i, f, p)
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Particao
|\/) Base - Descobrindo qual é a base:
Particdo (A, 1,8,1) Particédo (A, 4, 8, 8)
5/4(1|16/01]9 2|3 314(1|6/0(9|2 |5
! I
1" ! ,I T
Particédo (A, 1, 8, 8) Particdo (A, 4, 8,4)
314111609125 31411(5]01]9 216
M !
b iy b b
Particédo (A, 2, 8, 8) Particdo (A, 4,7,4)
314116 (0(92]|5 314|11(5/0(91(216
! 1 M !
i JL pf i P JL f
Particdo (A, 3, 8,8) Particdo (A, 4,7,7)
31411(6(0(9 (2|5 3141120956
! 1 1
f pf

| \pj by
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Particao
Particdo (A, 5,7,7)
314/1(2|0]9|5|6
l 1 1 A base é caracterizada pori=f (a
ot (A6i7 . Pt faixa compreende 1 elemento.
articdo (A, 6, 7,
3]14]112]0]9]516 Pode-se dizer, neste caso que o
| T 1 vetor esta particionado.
i pf
Particdo (A, 6,7,6) Comandos:
31411]2]0]5]916 retornar p
[
| ip f
Particdo (A, 6,6,6)
314/1(2|0(5]9 |6
M

w
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. Particao
V) O Algoritmo ¢
Algoritmo Particdo (A, i,f, p)
Entrada: vetor ‘A’, indices ‘i’ e ‘f” do vetor e ‘p’, a posi¢do do pivo .

Saida: Particiona “in-loco” o vetor A em torno do pivo da posi¢ao dada por p. Retorna a
posicdo do pivo apos o particionamento.
{

se (i=f) retornarp
senao

{
se (A[f]>A[p])f=1-1
senao
se (Afi]<A[p])i=1i+1
sendo {
troca .= A[i]; A[i] := A[f]; A[f] := troca;
/[ troca o ponteiro p do pivo se o pivo for movimentado.
se(p=i1)p:=fsendose (p=~f) p:=i
b
retornar Particdo (A, 1, T, p)
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Para criar novos algoritmos de ordenacao,
proponha outras reducoes.

Seja criativo!
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Resumo

- Insertion, Selection
- pior, melhor e médio: O (n?).

* Bubble
- pior: O (n?).
- melhor: O (n).
- médio: O (n?).
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Resumo

Merge
- pior, melhor e médio: O (n log n).

* Quick
- pior: O (n?).
- melhor: O (n log n).
- médio: O (n log n).



S,

Quick Sort com mediana para pivo

Algoritmo QuickSort (A, i, f)
Entrada: vetor Ae inteirosi>1,f> 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.
{
se (i<f)
{
inﬁ := Mediana (A, I, f ); /[ a variavel “pivo” recebe o indice do elemento pive.
inﬁ = Partigéo (A, I, T, inﬁ); I “pivo” recebe o indice do pivéd apds a particio.
QuickSort (A, 1, pivo - 1);
QuickSort (A, pivo+1, )
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Complexidade (pior, melhor e média)

Sejan=f-1+1.

T(n) =2T(n/2) + O(n)
T0)=T(1)=0

Logo:
T(n) =0 (nlogn).



Busca

KNUTH, D. E.. The Art of Computer Programming. Vol 3, Sorting and Searching. Reading:
Addison-Wesley, 1997, é uma “enciclopédia” sobre algoritmos de ordenagao e busca.
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Busca

» Linear (em um vetor ndo ordenado - visto): O (n).

- Binaria (em um vetor ordenado - visto): O (log n)

Obs.: A discussao destes algoritmos foi feita em “Design e Analise de
Algoritmos por Inducao™.
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Variacoes de busca binaria
(ver lista de exercicios)

- Busca em uma sequéncia ciclica.
- Busca de um indice i tal que i = A[i].

- Busca em uma sequéncia de tamanho nao
conhecido.

- Calculo de raizes de equacdes (método de
Bolzano).



